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Suites et séries de fonctions, séries entières

A - Suites et séries de fonctions

CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple d’une suite de fonctions. Conver-
gence uniforme. La convergence uniforme entraîne la
convergence simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation en termes de
norme.

b) Continuité, double limite

Si les un sont continues en a et si (un ) converge uni-
formément vers u sur A, alors u est continue en a. En
particulier, toute limite uniforme de fonctions continues
sur A est continue sur A.

Le théorème s’applique dans le cas où l’hypothèse de
convergence uniforme est satisfaite de façon locale, en
particulier sur tout segment. En pratique, on vérifie la
convergence uniforme sur des intervalles adaptés à la si-
tuation.

Théorème de la double limite : soit (un ) une suite de
fonctions de A dans F convergeant uniformément vers
u sur A, et soit a un point adhérent à A ; si, pour tout n,
un admet une limite ℓn en a, alors (ℓn) admet une limite
ℓ et u(x) −→

x→a
ℓ.

La démonstration est hors programme.
Adaptation, si A ⊂R, aux cas où a =+∞ et a =−∞.

c) Intégration d’une limite uniforme sur un segment

Soit (un ) une suite de fonctions continues définies sur
un intervalle I de R et à valeurs dans F , a un point de
I . On suppose que (un) converge uniformément sur tout
segment de I vers une fonction u. Pour n ∈N et x ∈ I soit

Un(x) =
∫x

a
un , U (x) =

∫x

a
u.

Alors (Un) converge uniformément vers U sur tout seg-
ment de I .

En particulier, si (un) converge uniformément vers u sur

le segment [a,b], alors :
∫b

a
un →

∫b

a
u.

d) Dérivation d’une suite de fonctions

Soit (un ) une suite de fonctions de classe C
1 sur un in-

tervalle I de R, à valeurs dans F . Si (un) converge simple-
ment sur I vers une fonction u, et si (u′

n ) converge unifor-
mément sur tout segment de I vers une fonction v , alors
(un ) converge uniformément vers u sur tout segment de
I , u est de classe C

1 sur I et u′
= v .

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u′

n )
sur des intervalles adaptés à la situation.
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Extension aux suites de fonctions de classe C
k , sous

l’hypothèse de convergence simple de (u
( j )
n ) pour

0 É j É k − 1 et de convergence uniforme sur tout seg-
ment de (u(k)

n ).

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u(k)
n )

sur des intervalles adaptés à la situation.

e) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.
Une série de fonctions converge uniformément si et
seulement si elle converge simplement et si la suite de
ses restes converge uniformément vers 0.
Adaptation des résultats des paragraphes précédents au
cas des séries de fonctions.
Convergence normale d’une série de fonctions. La
convergence normale implique la convergence uni-
forme.

La convergence normale implique la convergence abso-
lue en tout point.
Exemples d’études de fonctions définies comme
sommes de séries : régularité, étude asymptotique,
utilisation de la comparaison série-intégrale.

f) Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction continue par
morceaux sur un segment par des fonctions en escalier.
Théorème de Weierstrass : toute fonction continue sur
un segment S et à valeurs dans K est limite uniforme
sur S de fonctions polynomiales à coefficients dans K.

La démonstration n’est pas exigible.
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