Colle de mathématiques n° 4

MP*1 & MP*2
Semaine du 07 au 12 octobre 2024

On rappelle que les notions d’algebre linéaire étudiées en MPSI s'étendent au cas oit le corps de base est un sous-corps

deC.

Les exercices proposés devront donc rester strictement dans ce cadre. La notion de caractéristique d’'un corps est hors

programme.

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Méme programme que la semaine derniére plus :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Endomorphismes et matrices carrées trigonalisables

Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimen-
sion finie est dit trigonalisable s’il existe une base de E
dans laquelle sa matrice est triangulaire.

Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est sem-
blable a une matrice triangulaire.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si
son polynoéme caractéristique est scindé.

Interprétation géométrique.

Interprétation en termes d’endomorphisme.

La pratique de la trigonalisation n’est pas un objectif du
programme.

Traduction matricielle.

Expression a I'aide des valeurs propres de la trace et du
déterminant d'un endomorphisme trigonalisable, d'une
matrice trigonalisable.

f) Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes

Endomorphisme nilpotent d'un espace vectoriel E de di-
mension finie, matrice nilpotente.

Un endomorphisme est nilpotent si et seulement s’il est
trigonalisable avec pour seule valeur propre 0.

Lindice de nilpotence est majoré par la dimension de E.

Caractérisation des endomorphismes nilpotents et des
matrices nilpotentes par le polyndme caractéristique.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

i) Polyn6mes annulateurs et réduction

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement
§'il annule un polyndme simplement scindé, ou encore
si et seulement si son polynéme minimal est simple-
ment scindé.

Polynéme minimal d'un endomorphisme induit. Diago-
nalisabilité d'un endomorphisme induit par un endo-
morphisme diagonalisable.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement s’il
annule un polynéme scindé, ou encore si et seulement si
son polynéme minimal est scindé.

Traduction matricielle.

Traduction matricielle.



CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

j) Théoreme de Cayley-Hamilton et sous-espaces caractéristiques

Théoreme de Cayley-Hamilton. La démonstration n'est pas exigible.
Sous-espaces caractéristiques d'un endomorphisme a Dimension d’'un sous-espace caractéristique.
polynoéme caractéristique scindé; E est somme directe

des sous-espaces caractéristiques de u.

Traduction matricielle de cette décomposition : simili-

tude a une matrice diagonale par blocs, chaque bloc dia-

gonal étant triangulaire et a termes diagonaux égaux.

Mathématiques MP* 2024-2025



	Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

